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A generalizagdo da mecanica quantica que inclui a relatividade especial é necessaria para a descrigao
de fenomenos em altas energias e também para a descricao de fenomenos em escalas de comprimentos
que sdo menores ou compargveis com o comprimento de onda Compton da particula (A = fi/(mc)). A
generalizagdo nao é uma tarefa trivial e novos e peculiares fenomenos surgem na Mecanica Quantica
Relativistica (MQR). Entre tais fenomenos estdo a producao esponténea de pares matéria-antimatéria e
a limitacao para a localizacao de particulas. Essa limitacao pode ser estimada pela observagao que a
méxima incerteza para o momento da particula Ap = mec conduz, via principio da incerteza de Heisenberg,
a incerteza minima na posigao Az = /2 [1]-[2].

As mais simples equagoes da MQR séo a equacdo de Klein-Gordon (EKG), que descreve o comporta-
mento de particulas de spin 0, e a equagao de Dirac, que descreve o comportamento de particulas de spin
1/2. O spin é uma complicagao adicional na MQR e, naturalmente, a EKG permite que certos aspectos
da MQR possam ser analisados com um formalismo matematico mais simples e percebidos com maior
transparéncia. A solugao da equacao de Dirac com o potencial degrau, considerado como o componente
temporal de um potencial vetorial, é bem conhecida e cristalizada em livros-texto [1]-[5]. Neste problema
surge o célebre paradoxo de Klein [6] para potenciais suficientemente intensos, um fendémeno em que o
coeficiente de reflexao excede a unidade e ¢é interpretado como sendo devido a criagao de pares na interface
do potencial. A andlise do problema consoante a EKG néo foi esquecida [5], [7]-[10].

Neste trabalho analisamos a EKG unidimensional com interagoes externas com a mais geral estrutura
de Lorentz, i.e., consideramos potenciais com estrutura vetorial, com componentes espacial e temporal,
acrescido de uma estrutura escalar. Em seguida exploramos as solucoes para um potencial degrau com
acoplamento geral, por assim dizer, com uma mistura arbitraria de acoplamentos vetorial e escalar.
Verificamos que tal mistura de acoplamentos conduz a resultados surpreendentes. Para além de aumentar
o limiar para a producao espontdnea de pares, podendo até mesmo frustrar a producao ainda que os
potenciais sejam extremamente fortes, a presenca de um acoplamento escalar permite que a particula
possa ser localizada em uma regiao do espago arbitrariamente pequena sem ameacar a interpretagao de
particula unica da EKG. A aparente violagao do principio da incerteza é remediada com a introdugao do
conceito de comprimento de onda Compton efetivo.

A EKG unidimensional para uma particula livre de massa de repouso m corresponde a relacao
energia-momento relativistica E? = ¢?>p® +m?2c*, onde a energia E e 0o momento p tornam-se operadores,
ihd/0t e —ihd/0x respectivamente, atuando sobre a fungéo de onda ®(z,t). Na presenga de potenciais
externos a relagao energia-momento torna-se
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onde os subscritos nos termos dos potenciais denotam suas propriedades com respeito as transformagoes
de Lorentz: ¢ e e para os componentes temporal e espacial de um potencial vetorial', e s para um
potencial escalar?. Para potenciais externos independentes do tempo, a EKG admite solucdes da forma

®(z,t) = d(x)e M@ 2)

LA energia e o momento sdo os componentes temporal e espacial, respectivamente, da quantidade
(E/c, p), a qual se comporta, segundo as transformagoes de Lorentz, como um vetor. O potencial
vetorial, com componentes (V;, V), é acoplado & particula de acordo com o principio do acoplamento
minimo E — E —V, e p— p— V. /¢, como é habitual no caso da interacao eletromagnética.

2 A massa de repouso é uma quantidade invariante de Lorentz, i.e., uma quantidade escalar. O potencial
escalar foi acoplado & particula em (1) de acordo com o principio do acoplamento minimo m — m+V;/c?.
Esta prescricao fornece o limite néo-relativistico apropriado da EKG, conforme veremos adiante, em
contraste com a regra m? — m? + V2 /c* empregada na Ref. [1].



onde ¢ obedece a uma equacao similar em forma a equacao de Schrodinger

E? — m2ct

2m dzx? 2mc? 2mc? ¢ (3)

com A (z) = [“dyVe(y)/(he). A equagdo da continuidade para a EKG, dp/0t + 0.J/0x = 0, é satisfeita
neste caso com p e J dados por
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Em virtude de p e J serem independentes do tempo, a solucao é dita descrever um estado estacionéario.
Observa-se que a densidade pode admitir valores negativos mesmo no caso de uma particula livre. Assim
sendo p nao pode ser interpretada como uma densidade de probabilidade®. Ademais, deve-se mencionar

que a EKG reduz-se & equacao de Schrédinger no limite nao-relativistico (E ~ mc?

e energias potenciais
pequenas comparadas com mc?) com um potencial dado por V;+V; e energia dada por E—mc?. No limite
nao-relativistico as naturezas de Lorentz dos potenciais nao sofrem quaisquer distingoes, e a densidade e
a corrente reduzem-se exatamente aos valores da teoria nao-relativistica.

Vamos agora considerar a EKG com os potenciais externos independentes do tempo na forma de um
degrau de potencial. Consideramos V., = 0, haja vista que o componente espacial do potencial vetorial
contribui apenas com um fator de fase local para ®(x,t) e ndo contribui para a densidade nem para
a corrente. O potencial degrau é expresso como V(x) = Vpf(x), onde Vy > 0 e O(z) ¢é a funcdo de
Heaviside. Os potenciais vetorial e escalar sdo escritos como Vi(z) = ¢V (x) e Vi(x) = gV (x) de tal
forma que as constantes de acoplamento estao sujeitas ao vinculo g; +gs =1, com g; > 0 e g; > 0.

Para z < 0, a EKG apresenta solucoes na forma de uma soma de autofungoes do operador momento:
¢ = Ay et 1 A e onde hek = VE?Z — m2ct. Para |E| > mc?, a solucdo reverte-se em ondas
planas propagando-se em ambos os sentidos do eixo X com velocidade de grupo igual a velocidade
cldssica da particula. Se escolhermos particulas incidindo sobre a barreira de potencial (E > mc?)
teremos que A e™*? descreve particulas incidentes (vg = ¢*hk/E > 0), enquanto A_ e~  Jescreverd
particulas refletidas (v, = —c?hk/E < 0). A corrente nesta regiao do espago é expressa por J =
hk (|A4]? — |A_|*) /m. Observe que a relagdo J = pv, mantém-se tanto para a onda incidente quanto
para a onda refletida pois p = E |¢|?/(mc?) > 0.

Por outro lado, para x > 0 devemos ter v, > 0, de forma que a solugdo nesta regiao do espaco
descreve uma onda evanescente ou uma onda progressiva que se afasta da interface do potencial. A
solucio geral tem a forma ¢ = B, et + B_ e~ onde hck = \/(E - gtVO)2 — (me? + gSVO)Q. Por
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causa da dupla possibilidade de sinais para a energia de um estado estacionario, a solugao B_ e nao

pode ser descartada a priori. De fato, pode-se depreender que esta parcela pode vir a descrever uma
onda progressiva com energia negativa e velocidade de fase vy = |E|/(fik) > 0. Percebe-se destarte que
podemos segregar trés classes distintas de solugoes:

e Classe A: Para Vy < E—mc? temos que k € R e a solucdo que descreve ondas planas propagando-
se no sentido positivo do eixo X com velocidade de grupo v, = hk/ (E — g:Vo) é possivel somente
se B_ = 0. Neste caso, a densidade e a corrente sio dadas por p = (E — g;Vo) |B4|?/(mc?) e
J = hr|B4|?/m.

e C(Classe B: Para E —mc?2 < Vy < V., onde V, = (E+mc2) /(2g: — 1) para g >1/2 eV, =00
para g; < 1/2, temos que k = i|k| de forma que a solu¢do, com B_ = 0, descreverd uma onda
evanescente em = > 0. Neste caso, p = (E — g;Vo) | B4 |* exp (—=2|s|z) /(mc?) e J =0.

e C(lasse C: Vj > V., com V. concebido na classe B, surge mais uma vez a possibilidade de
propagacao no sentido positivo do eixo X, desta feita com B, = 0, com velocidade de grupo vy =

*Pauli e Weisskopf [11] mostraram que nao ha dificuldade com a interpretagao da densidade e da
corrente da EKG se essas grandezas forem interpretadas como densidade e corrente de carga, ao invés de
densidade e corrente de probabilidade.



c?hk/ (9:Vo — E). Nesta circunstancia em que o acoplamento vetorial excede o acoplamento escalar
nos defrontamos com um caso bizarro, pois tanto a densidade quanto a corrente sdo quantidades
negativas, viz. p = (E — ¢:Vp) |B_|*/(mc?) e J = —hx |B_|*>/m. A mantenga da relagao J = p vy,
contudo, é uma licenca para interpretar B_ e”** a descrever a propagacio, no sentido positivo do
eixo X, de particulas com carga de sinal contrario ao das particulas incidentes. Esta interpretagao
é consistente se as particulas propagando-se nessa regiao tém energia —F e est@o sob a influéncia
de um potencial vetorial —g;Vy. Quer dizer, entao, que a onda progressiva descreve, de fato, a

propagacgao de antiparticulas no sentido positivo do eixo X.

A demanda por continuidade de ¢ e d¢/dz fixa as amplitudes de onda em termos da amplitude
da onda incidente e permite a determinacao dos coeficientes de reflexao R e transmissao 7. O coeficiente
de reflexao (transmissdo) é definido como a razao entre as correntes refletida (transmitida) e incidente.
Haja vista que dp/0t = 0 para estados estaciondrios, temos que a corrente é independente de x. Usando
este fato obtemos que R+ T = 1, como deve ser. Entretanto, a classe C apresenta R > 1, o aludido
paradoxo de Klein, implicando que mais particulas sao refletidas na barreira de potencial que aquelas
incidentes. Tem que ser assim porque, conforme vimos anteriormente, o componente vetorial da barreira
de potencial estimula a producao de antiparticulas em z = 0. Em virtude da conservacao da carga ha,
em verdade, a criagao de pares particula-antiparticula e, como o potencial vetorial em = > 0 é repulsivo
para particulas, elas serao necessariamente refletidas. Nao apenas a carga é conservada. Visto que os
pares produzidos em x = 0 tém energias de sinais contrarios, conclui-se que a energia também é uma
quantidade conservada no processo de criacao de pares.

Da discussao relacionada com as classes B e C, observa-se que o limiar para a producao de pares
é dado por V., quer dizer (E +mc?) /(2g; — 1) para g; > 1/2, e co para g; < 1/2. Donde torna-se
evidente que o acoplamento escalar resulta no aumento da energia minima necessaria para a criagao de
pares particula-antiparticula. O valor minimo do limiar (Vo = 2mc?) ocorre quando o acoplamento é
puramente vetorial (g = 1). A adi¢do de um contaminante escalar contribui para aumentar o valor do
limiar, o qual, surpreendentemente, torna-se infinito ja para uma mistura meio-a-meio de acoplamentos.
Deste modo, a produgao de pares é inexeqiiivel se o acoplamento vetorial ndao exceder o acoplamento
escalar, ainda que o potencial V), seja extremamente forte.

Investigamos agora o efeito da onda evanescente em = > 0 , relacionado com a classe B. Neste caso, o
estado estacionario além da barreira de potencial é descrito pela autofuncio ¢ = B, e~ *l* de modo que
a incerteza na posigao, estimada como sendo o valor de z que torna a densidade igual a 1/e de seu valor

em z = 0, redunda em Az = 1/(2|k|), como acontece na teoria quantica nao-relativistica. Entretanto,
contrariamente & previsao da teoria nao-relativistica, Az apresenta o valor minimo

h
(AZ) i, = S (me+ gaVo/c) (5)

quando Vy = V,,, = E/g;. Por meio desta tultima expressao vemos que (Ax) = A/2 no caso de

min
um potencial vetorial puro (gs = 0), em harmonia com o principio da incerteza. Contudo, podemos

concluir que (Ax) < A/2 no caso de um potencial vetorial contaminado com algum acoplamento

min
escalar. A primeira vista isto parece um resultado desatroso por violar o principio da incerteza de
Heisenberg. Liberta-se desta danacao considerando-se que o componente escalar do potencial contribui
para alterar a massa da particula. Realmente, definindo a massa efetiva como mes = m + gsVo/c? segue-

se imediatamente que (Ax) = Aet/2, onde o comprimento de onda Compton efetivo é definido como

min

et = B/ (mesc). Entdo, a incerteza maxima no momento torna-se (Ap) = MesC.

max
Em suma, exploramos a EKG em uma dimensao espacial por motivos de simplicidade. Consideramos
potenciais externos com a mais geral estrutura de Lorentz e mostramos que, se a interagao escalar é
acoplada adequadamente, a EKG independente do tempo reduz-se a equagao de Schrédinger independente
do tempo no limite nao-relativistico.
A andlise do potencial degrau com uma mistura arbitraria de acoplamentos vetorial e escalar mostrou-
se muito proficua. Trés classes de solucoes foram discernidas. Em todas essas trés classes, o acoplamento

escalar nao desempenha papel explicito na determinagao da velocidade de grupo, e nenhum papel na



determinacao da densidade e da corrente. Na classe C foi visto que cargas positivas e negativas estao
sujeitas a acoplamentos vetoriais de sinais contrarios e igual acoplamento escalar. A interagdo escalar é
independente da carga e assim age indiscriminadamente sobre particulas e antiparticulas. Diz-se entao
que o potencial vetorial acopla com a carga da particula e que o potencial escalar acopla com a massa da
particula. Pode-se, entao, interpretar a possibilidade de propagagao de antiparticulas além da barreira de
potencial como sendo devido ao fato que cada antiparticula esta sujeita a um potencial efetivo dado por
(gs — g¢) Vo, destarte se g; > 1/2 a antiparticula terd uma energia disponivel (energia de repouso mais
energia cinética) expressa por (2g; — 1) Vy — E, donde se conclui sobre a energia do limiar da produgéo de
pares. Pode-se afirmar ainda que as particulas estao sob a influéncia de um potencial degrau ascendente
de altura Vy = (g5 + g+) Vo, e que as antiparticulas estdo sujeitas a um potencial degrau efetivo de altura
(9s — g¢) Vo, um degrau ascendente (repulsivo) se g+ < 1/2 e descendente (atrativo) se g; > 1/2.

A mistura arbitraria de acoplamentos no potencial degrau desvelou a inexeqiiibilidade do mecanismo
da produgdo espontédnea de pares no caso em que ¢g; < 1/2; tanto quanto o aumento do limiar da
energia de produgdo no caso em que g; > 1/2. Outrossim, a presenca de um acoplamento escalar revelou
a possibilidade de localizar particulas em regides do espaco arbitrariamente pequenas. Com efeito, a

presenga de um acoplamento escalar, por menor que seja, conduz a (Ax) — 0 quando Vj — oo sem

min
que haja qualquer chance para a producao de pares na interface dos potenciais. Isto dito tendo em vista
que V,,,, o potencial que minimiza a incerteza na posicao, é sempre menor que V., o potencial do limiar
da produgao espontanea de pares.

O limite nao-relativistico da equagao de Klein-Gordon, ou seja a equagao de Schrodinger com energia
de ligacio E —mc?, ndo diferencia o acoplamento vetorial do acoplamento escalar e pressupde que Vp <<

mc?. Portanto, conclui-se seguramente que nao hd producao de pares ((V,) = 2mc?) nem incerteza

C/min
minima na posigao ((Vin),,;, = mc?) no regime nao-relativistico da equagdo de Klein-Gordon, como é
esperado.
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